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RLC 直列回路の交流過渡現象(3)           2022 年 8 月 30 日  目次へ戻る 
2023.2.7 2023.2.9 2023.3.29 2023.5.14 訂正 

ラプラス変換で求めます。 
(3)共役複素数根の場合 
 

sinωt に初期位相 θがある場合、加法定理により、 
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となります。ラプラス変換 L は、 
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になります。最大値が Vmaxの正弦波の場合は、この式の頭に Vmaxが付きます。 

右図でスイッチを入れた瞬間、電源 Vmaxsinωt の位相が θの場合、ラプラスの世界での電

流 I(s)は、 
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になります。分母の
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です。根号内、
C
L4R2
の状態によって次の 3 種類に分かれます。 

(1) 根号内が正の為、2 実根の場合。(1)をご覧下さい。 
(2) 根号内が零の為、実数の重根の場合。(2)をご覧下さい。 
(3) 根号内が負の為、共役複素数根の場合。本章をご覧下さい。 

 

共役複素数根の場合、
C
L4R2
の為、根号内が負になります。根号内の計算を逆にして、 
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にします。根（解）を s1、s2としますと、βの前に j が付き、 
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となり、共役（きょうやく）複素数の根になります。 

因数定理により、分母の
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は因数分解され、 
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となります。ラプラス逆変換の為、部分分数分解を行いますので、 
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と置きます。A、B、D、E を求めます。ヘビサイドの目隠し法を使います。ヘビサイドの目

隠し法については「部分分数分解」の章を御覧下さい。 
定常項に関係する A の値を求める時は、左辺に①式を用い、 
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と置きますと便利です。両辺に )js( ω を掛け、 

 

21

max

ss
E

ss
D

js
B

js
A)js(

sC
1RLs)js)(js(

)sinscos(V)js(
ωω

ω
ωω

θθωω  

 

21

max

ss
E)js(

ss
D)js(

js
B)js(A

sC
1RLs)js(

)sinscos(V ωω
ω
ω

ω

θθω
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です。オイラーの公式、 θθθ sinjcose j
を使いました。 

同じく定常項に関係する B の値を求める時も、左辺に①式を用い、 
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と置きますと便利です。両辺に )js( ω を掛け、 
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です。オイラーの公式、 θθθ sinjcose j
を使いました。 

過渡項に関係する D の値を求める時は、左辺に②式を用い、 
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と置きますと便利です。両辺に )ss( 1 を掛け、 
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です。 
同じく過渡項に関係する E の値を求める時も、左辺に②式を用い、 
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と置きますと便利です。両辺に )ss( 2 を掛け、 
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です。 

A、B、D、E が求まりました。ラプラス逆変換をして I を求めますと、 
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になります。上式の前 2 項が定常項です。後ろ 2 項が過渡項です。定常項、過渡項に分け

て計算します。 

 

(1)定常項の計算 
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分母の中括弧内複素数を極形式に直しますと、（右上の図をご覧下さい。） 
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になりました。θはスイッチオン時の正弦波初期位相、φはインピーダンスの角度です。 
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になりました。通分した分母の計算は上手く行き、インピーダンスの絶対値の 2 乗に 2

2

L
ω

を

掛けた形になります。通分しませんと根号が取れず、この様に上手く行きません。 

③式で、 )s)(s( 22
2

22
1 ωω を

22222 )2(})j({ αωωβα に変形した訳は以下の通りで

す。 

L2
Rα  

2R
C
L4

L2
1jjβ  

ですから、 

2

22
2

L4
R

L2
Rα  

2

2
2

2

2

22

L4
R

LC
1R

C
L4

L4
1R

C
L4

L2
1j)j( β  

です。α2から(jβ)2を引きますと、 

LC
1

L4
R

LC
1

L4
R

L4
R

LC
1

L4
R)j( 2

2

2

2

2

2

2

2
22 βα  

になります。更に ω2を引きますと、 

C
1L

LLC
1

LC
1)j( 22222

ω
ωωωωωβα  



11 
 

になり、
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です。更に中括弧の前にある )j( j s2 βαβα を掛けますと、 
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です。 

通分後の分子後半、中括弧内の )s(s 22
12 ω を計算します。 

リアクタンス成分
222 )j( ωβα と、抵抗成分 αω2 に関係づけて行きます。 

})j){(j()s(s 2222
12 ωβαβαω  

})j)(j){(j( 2ωβαβαβα  
)2j)(j( 222 ωβαβαβα  

23222223 jj2j2j βωβαββααωαββαα  
232223 jjj βωββααωαβα  

2232223 2jjj αωβωββααωαβα  
2222222 2})j({j})j({ αωωβαβωβαα  

2222 2})j(){j( αωωβαβα  
2222 2})j(){j( αωωβαβα  

 

です。更に中括弧の前にある )j( js2 βαβα を掛けますと、 

]2})j(){j([ )j(  )s(ss 222222
122 αωωβαβαβαω  

2222 2)j(})j(){j)(j( αωβαωβαβαβα  
222222 2)j(})j(){( αωβαωβαβα  

 

です。以上の結果を使い元の式を書き直しますと、 

 

)s(                                                   
cos} 2)())j()(j( { [ 

Lj2
V

22
1

22222
max

ω
θαωβαωβαβαω

β
 

ts222222 1e ] sin} 2)j())j()(( { θαωβαωβαβα
 

                                                 )s( 
cos} 2)())j()(j({ [

22
2

22222

ω
θαωβαωβαβαω  
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ts222222 2e ] sin}2)j())j()(( { θαωβαωβαβα
 

)s)(s(
ecos2 )(

)s)(s(
ecos})j(){j(

Lj2
V

22
2

22
1

ts22

22
2

22
1

ts222
max

11

ωω
θαωβα

ωω
θωβαβαω

β
 

)s)(s(
esin2)j(

)s)(s(
esin})j(){(

22
2

22
1

ts2

22
2

22
1

ts22222 11

ωω
θαωβα

ωω
θωβαβα  

)s)(s(
ecos2)(

)s)(s(
ecos})j(){j(

22
2

22
1

ts22

22
2

22
1

ts222 22

ωω
θαωβα

ωω
θωβαβαω  

)s)(s(
esin2)j(

)s)(s(
esin})j(){(

22
2

22
1

ts2

22
2

22
1

ts22222 22

ωω
θαωβα

ωω
θωβαβα  

となります。分子分母に
L
Zω
を掛け、⑤式、⑥式を使いますと、 

)s)(s(
L
Z

ecos2
L
Z)(

)s)(s(
L
Z

ecos})j({
L
Z)j(

Lj2
V

22
2

22
1

ts22

22
2

22
1

ts222

max

11

ωωω

θαωωβα

ωωω

θωβαωβαω

β
 

)s)(s(
L
Z

esin2
L
Z)j(

)s)(s(
L
Z

esin})j({
L
Z)(

22
2

22
1

ts

22
2

22
1

ts22222 11

ωωω

θαωωβαω

ωωω

θωβαωβα
 

)s)(s(
L
Z

ecos2
L
Z)(

)s)(s(
L
Z

ecos})j({
L
Z)j(

22
2

22
1

ts22

22
2

22
1

ts222 22

ωωω

θαωωβα

ωωω

θωβαωβαω
 

)s)(s(
L
Z

esin2
L
Z)j(

)s)(s(
L
Z

esin})j({
L
Z)(

22
2

22
1

ts

22
2

22
1

ts22222 22

ωωω

θαωωβαω

ωωω

θωβαωβα
 

)s)(s(

ecoscos
L
Z)(

)s)(s(

ecos)sin(
L
Z)j(

Lj2
V

22
2

22
1

ts22

22
2

22
1

ts

max

11

ωω

θφωβα

ωω

θφωβαω

β
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)s)(s(

esincos
L
Z)j(

)s)(s(

esin)sin(
L
Z)(

22
2

22
1

ts

22
2

22
1

ts22 11

ωω

θφωβαω

ωω

θφωβα
 

)s)(s(

ecoscos
L
Z)(

)s)(s(

ecos)sin(
L
Z)j(

22
2

22
1

ts22

22
2

22
1

ts 22

ωω

θφωβα

ωω

θφωβαω
 

)s)(s(

esincos
L
Z)j(

)s)(s(

esin)sin(
L
Z)(

22
2

22
1

ts

22
2

22
1

ts22 22

ωω

θφωβαω

ωω

θφωβα
 

です。

2
2

2

2
22

2
22

1 L
ZZ

L
)s)(s( ωωωω ですので、 

2

ts22

2

ts

max

L
Z

ecoscos
L
Z)(

L
Z

ecos)sin(
L
Z)j(

Lj2
V

11

ω

θφωβα

ω

θφωβαω

β
 

2

ts

2

ts22

L
Z

esincos
L
Z)j(

L
Z

esin)sin(
L
Z)( 11

ω

θφωβαω

ω

θφωβα
 

2

ts22

2

ts

L
Z

ecoscos
L
Z)(

L
Z

ecos)sin(
L
Z)j( 22

ω

θφωβα

ω

θφωβαω
 

2

ts

2

ts22

L
Z

esincos
L
Z)j(

L
Z

esin)sin(
L
Z)( 22

ω

θφωβαω

ω

θφωβα
 

L
Z

ecoscos)(

L
Z

ecos)sin)(j(
Lj2

V ts22ts
max

11

ω
θφβα

ω
θφβαω

β
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L
Z

esincos)j(

L
Z

esin)sin)(( tsts22 11

ω
θφβαω

ω
θφβα  

L
Z

ecoscos)(

L
Z

ecos)sin)(j( ts22ts 22

ω
θφβα

ω
θφβαω

 

L
Z

esincos)j(

L
Z

esin)sin)(( tsts22 22

ω
θφβαω

ω
θφβα  

ts22tsmax 11 ecoscos)(ecos)sin)(j( { 

L
Z
1

Lj2
V θφβαθφβαωωβ

 

tsts22 11 esincos)j(esin)sin)(( θφβαωθφβα   

ts22ts 22 ecoscos)(ecos)sin)(j( θφβαθφβαω   

} esincos)j(esin)sin)(( tsts22 22 θφβαωθφβα   

となります。括弧内の－を前に出しますと、 

ts22tsmax 11 ecoscos)(ecossin)j( { 

L
Z
1

Lj2
V θφβαθφβαωωβ

 

tsts22 11 esincos)j(esinsin)( θφβαωθφβα   

ts22ts 22 ecoscos)(ecossin)j( θφβαθφβαω   

} esincos)j(esinsin)( tsts22 22 θφβαωθφβα  

になります。加法定理が成り立つように並べかえますと、 

tstsmax 11 ecossin)j(esincos)j( { 
Z
L

Lj2
V θφβαωθφβαω

ωβ
 

ts22ts22 11 esinsin)(ecoscos)( θφβαθφβα   

tsts 22 ecossin)j(esincos)j( θφβαωθφβαω   
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} esinsin)(ecoscos)( ts22ts22 22 θφβαθφβα   

tsmax 1e)sincoscos)(sinj( {
Z   j2

V φθφθβαω
ωβ

 

ts22 1e)sinsincos)(cos( φθφθβα   

ts2e)sincoscos)(sinj( φθφθβαω   

} e)sinsincos)(cos( ts22 2φθφθβα  

になります。加法定理を行いますと、 

ts22max 1e} )cos()()sin()j( { [
Z  j 2

V φθβαφθβαω
ωβ

 

] e} )cos()()sin()j( { ts22 2φθβαφθβαω   

です。 max
max I
Z

V
とし、s1、s2に数値を代入しますと、 

t )j(22max e} )cos()()sin()j( { [
j2

I βαφθβαφθβαω
βω

 

] e} )cos()()sin()j( { t )j(22 βαφθβαφθβαω   

tjt22max ee} )cos()()sin()j( { [
j2

I βαφθβαφθβαω
βω

 

] ee} )cos()()sin()j( { tjt22 βαφθβαφθβαω   

tjt22tjtmax ee)cos()(ee)sin()j( {
j2

I βαβα φθβαφθβαω
βω

 

} ee)cos()(ee)sin()j( tjt22tjt βαβα φθβαφθβαω  

tjt22tjtmax ee)cos()(e)j(e)sin( {
j2

I βαβα φθβαβαωφθ
βω

 

} ee)cos()(e)j(e)sin( tjt22tjt βαβα φθβαβαωφθ  

tjttjtmax e)j(e)sin(e)j(e)sin( {
j2

I βαβα βαωφθβαωφθ
βω

 

} ee)cos()(ee)cos()( tjt22tjt22 βαβα φθβαφθβα  
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} e)j(e)j( {e)sin( [
j2

I tjtjtmax ββα βαωβαωφθ
βω

 

] } ee {e)cos()( tjtjt22 ββαφθβα  

t sinjtcose tj βββ
、 t sinjtcose tj βββ

、 tsinj2ee tjtj βββ
を使いますと、 

} )tsinjt(cos)j()tsinjt(cos)j( {e)sin( [
j2

I tmax βββαωβββαωφθ
βω

α  

] } tsinj2e)cos()( t22 βφθβα α  

tsintcosjtsinjtcos(e)sin( {
j2

I tmax ββωββωβαωβαωφθ
βω

α  

} tsinj2e)cos()( )tsintcosjtsinjtcos t22 βφθβαββωββωβαωβαω α  

} tsinj2e)cos()( )tcosj2tsinj2(e)sin( {
j2

I t22tmax βφθβαββωβαωφθ
βω

αα  

} tsine)cos()(j2 )tcost sin)(j2(e)sin( {
j2

I t22tmax βφθβαβββαωφθ
βω

αα  

tsine)cos()(j2
j2
1 t)costsin)(j2(e)sin(

j2
1I t22t

max βφθβα
βω

βββαωφθ
βω

αα  

tsine)cos()(1 t)costsin(e)sin(1I t22t
max βφθβα

βω
βββαφθ

β
αα  

三角関数の合成公式により、（この章の最後に説明が有ります。） 

α
βββαβββα 122 tantsintcostsin です。 Φ

α
β1tan とします。 

tsine)cos()(1 )tsin(e) sin(1I t2222t
max βφθβα

βω
Φββαφθ

β
αα  

tsine)cos( )tsin(e) sin(I t
22

t
22

max βφθ
βω
βαΦβφθ

β
βα αα  

2

2
2

22 R
C
L4

L2
1

L2
Rβα  

2
22

2

R
C
L4

L4
1

L4
R  



20 
 

2

2

2

2

L4
R

LC
1

L4
R  

LC
1  

ですから、 

tsine)cos(
R

C
L4

L2
1

LC
1

 )tsin(e) sin(
R

C
L4

L2
1

LC
1

I t

2

t

2
max βφθ

ω
Φβφθ αα  

tsine)cos(
R

C
L4

L2
1L2

LC
1L2

 )tsin(e) sin(
R

C
L4

L2
1L2

LC
1L2

I t

2

t

2
max βφθ

ω
Φβφθ αα  

tsine)cos(
R

C
L4C

C
2C

 )tsin(e) sin(
R

C
L4

CL
LL2

I t

2

t

2
max βφθ

ω
Φβφθ αα  

tsin)cos(e
R

C
L4C

2 )tsin() sin(e
R

C
L4

C
L2

I t

2

t

2
max βφθ

ω
Φβφθ αα  

 

となります。定常項を加えますと、 

 

)tsin() sin(e
R

C
L4

C
L2

)tsin(II t

2
max Φβφθφθω α  

tsin)cos(e
R

C
L4C

2 t

2

βφθ
ω

α
 

 

です。 

 

三角関数の合成公式について 
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三角関数の合成公式について説明致します。 

θθ cosbsina  
と言う式があったとします。a を底辺、b を高さとする直角三角形を作りますと、 
 
 
 
 
 

φcosbaa 22
、 φsinbab 22

となります。この値を θθ cosbsina に代入

しますと、 

)sincoscos(sinbacossinbasincosba 222222 φθφθθφθφ  

)sin(ba 22 φθ  
a
btan 1φ  

となります。これを三角関数の合成公式と言います。 
 
 

目次へ戻る 

a 

φ 

22 ba  b 
a
btan 1φ  
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